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Resumen: Este trabajo presenta el estudio de un controlador para columpiar
al mecanismo subactuado conocido como péndulo de Furuta. Este sistema es un
mecanismo con dos articulaciones pero con un sélo actuador. Esto lo hace un sistema
subactuado, es decir, con menos actuadores que grados de libertad. La novedad en
este trabajo es el empleo de la formulaciéon hamiltoniana para el estudio de un sistema
de control previamente propuesto en la literatura —en formulacién lagrangiana—.
Esto ofrece una via alterna que no corresponde a una “traducciéon” directa de los
argumentos originales involucrados en el analisis del sistema en su conjunto.
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1. INTRODUCCION

Un diagrama esquematico del dispositivo conocido
como péndulo giratorio o péndulo de Furuta es
mostrado en la figura 1. Este consta de dos es-
labones; el primero girando en torno a la vertical
y el segundo ubicado al extremo del primero y
girando en un plano vertical. Las coordenadas
articulares ¢; y ¢2 se muestran en la figura 1.
El mecanismo cuenta con un solo actuador para
movilizar al primer eslabén, capaz de suministrar
un par 71, mientras que el segundo no tiene actua-
dor alguno. Esta tultima caracteristica es la que le
confiere la naturaleza subactuada.

Uno de los retos més interesantes desde el punto
de vista de control del péndulo de Furuta es el
de “columpiar” el segundo eslabén a través del
movimiento adecuado del primer eslabén que es
el actuado. Un enfoque para lograr este propoésito
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es mediante el control de energia del mecanis-
mo. El primer intento en esta direccién, pero
considerando un modelo simplificado del péndulo,
fue reportado por Astrém y Furuta (1996). Més
recientemente, y tomando en cuenta un modelo
completo, la propuesta de un controlador fue
publicada por Fantoni y Lozano (2002a) y Fantoni
y Lozano (2002b). Dichos trabajos abordan el
tema desde una perspectiva lagrangiana.

El objetivo de este trabajo es estudiar el sistema
de control para columpiar el péndulo de Furuta
desde la formulacién hamiltoniana. Por lo tanto se
complementa el andlisis desarrollado en Fantoni y
Lozano (2002a) y Fantoni y Lozano (2002b) per-
mitiendo enfocar una parte del estudio mediante
argumentaciones alternas.
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Figura 1. Péndulo de Furuta
2. PENDULO DE FURUTA

El modelo del péndulo de Furuta puede expresarse
en forma hamiltoniana. Con este fin, primera-
mente se define el vector de cantidad de movimien-
to p como p = M(q)qg donde g denota al vec-
tor de posiciones articulares y M(q) a la matriz
de inercia. La funcién de energia cinética de un
mecanismo viene dada por

1, .
54" M(a)d-
El hamiltoniano H(q, p) representa a la funcién de
energia total del mecanismo, es decir, la suma de
la energfa cinética con la energia potencial U(q),
es simplemente

Ha,p) = 54" M(a)a + U(a)

= §PTM((1)_1P +U(q).

Para el caso del péndulo de Furuta, la ma-
triz de inercia M (q) simplificada —considerando
tensores de inercia con un solo elemento no
nulo— tiene los siguientes componentes (Fantoni
y Lozano, 2002a)

mi1(q) = J1 + mal? + myl?, sen?(qy),
mi2(q) = mai1(q) = maliles cos(go),
mae = Ir + mzlig,
donde J; = I; + mllfl. El significado de los
parametros se indica en la tabla 1.

Con respecto a la funcién de energia potencial
U(q) debida a la accién de la gravedad, ésta
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Tabla 1. Parametros

Descripcion Notacion
Longitud eslabén 1 15
Distancia centro de masa eslabén 1 le1
Distancia centro de masa eslabén 2 leo
Masa eslabén 1 mi
Masa eslabdn 2 mo
Inercia eslabén 1 respecto a centro de masa Iy
Inercia eslabén 2 respecto a centro de masa I
Aceleracién de gravedad g

depende de g2 pero no de g;. Por convencién,
la energia potencial se considera nula cuando la
posicién del segundo eslabon se encuentra en la
vertical hacia arriba, es decir, cuando g2 = (2n +
1)7. La funcién de energia potencial U(q) toma la
siguiente forma

U(q) = —magle2l + cos(g2)]-

Por lo tanto, para el caso del péndulo de Furuta,
el hamiltoniano queda como

1
H(q,p) = 2 aet M (@)}

— maglea[l + cos(ga2)]

donde se ha omitido por simplicidad el argumento
q de los componentes de la matriz de inercia.

En formulacién hamiltoniana, el modelo del péndulo

de Furuta tiene la siguiente estructura

_ - 9H 7
q1 op1
IH
d | 22 Dps @
dt B oM
D1 1 — a1
OH
L P2 | T 9g

donde 71 es el par de entrada que se aplica en
la primera articulacién. Las expresiones explicitas
de las derivadas parciales del hamiltoniano se
presentan en la parte superior de la siguiente
pagina. Este es el modelo que serd considerado
para el péndulo de Furuta.

3. OBJETIVO DE CONTROL

Desde el punto de vista de control automatico,
uno de los retos mas dificiles es diseniar un sistema
de control capaz de desplazar el primer eslabén
hasta su posicién nula y el segundo (el péndulo)
a su posicién vertical hacia arriba, esto, partiendo
de cualquier configuracién inicial. Formalmente,
equivaldria a desear como objetivo de control

tlggo a(t) =0,
tlggo q2(t)=(2n+ ). (3)

[ma2 pT — 2maa p1p2 + ma1 P3|
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= OF [(malZy + I2)p1 — maliles cos(g2)p2]

= @7 [—(maliles cos(g2))p1 + (J1 + malf + malZsen’(g2))ps]

oH(g,p) 1
Op1 det{M
oH(g:p) 1
Op2 det{M
otla.p) _,
o

0H(q,p) _ malileasen(gz)pip2 + malg;sen(gz)cos(g2)p3
0q2 det{M(q)}

[(malZy + I)p? — 2malile cos(g2)pipz + (J1 + malf + malZysen®(g2))p3] malZysen(gs) cos(gz) (maldy + I + mol)

+ magleosen(gz)

det{M(q)}?

La naturaleza subactuada del péndulo de Furuta
dificulta resolver este problema de control, y a la
fecha no ha sido reportado controlador estatico
continuo alguno capaz de hacerlo en forma global.

Otra posible formulacién del problema de control
consiste en sustituir el limite (3) por

tliglo F(g2(t),q2(t)) =0

siendo F(gz(t), g2(t)) = 0 una ecuacién diferencial
cuyas soluciones satisfagan para algin n y para
toda condicién inicial ¢2(0) € RR:

¢2(t) = (2n+ 1) cuando t — oo.

Aunque a primera vista los planteamientos po-
drian parecer equivalentes, en realidad el ultimo
no implica el primero.

Una forma especifica de ecuacién diferencial
F(d2(t), g2(t)) = 0 conduce a la formulacién
consistiendo en columpiar el segundo eslabén del
péndulo de Furuta. Esto significa que se desea
poner en oscilacién el segundo eslabén de forma
que su amplitud incremente tendiendo a llegar
a una amplitud de 7 radianes con sus extremos
en la vertical hacia arriba, es decir, las excur-
siones méaxima y minima de la posicién articular
g2 deben tender a (2n + 1)m y (2n — 1)7 para
algiin n. Ademds, se especifica que la posicién y
velocidad del primer eslabén tiendan a cero, es
decir, g1(t) = 0y ¢1(¢) — 0 cuando t — oco.

Este planteamiento fue el considerado por Fantoni
y Lozano (2002a) y Fantoni y Lozano (2002b). La
idea de esos autores fue observar que el compor-
tamiento deseado es el que resulta de forzar al
primer eslabon a mantenerse firme en cero, dejan-
do al segundo eslabén (el péndulo propiamente
dicho) oscilar partiendo de una condicién inicial
con velocidad nula e infinitamente cerca de la
vertical hacia arriba.

En esta configuracion, es decir, con velocidad nula
de ambos eslabones y posicién del péndulo in-
finitamente cerca de la vertical hacia arriba, el
hamiltoniano (1) toma el valor nulo. Esta argu-

ISBN: 970-32-2137-8

mentaciéon conduce al planteamiento del siguiente
objetivo de control (Fantoni y Lozano, 2002b)

[Jim H(q(t), p(t)) =0, (4)
Jim ¢, (t) =0, (5)
Jim g1 (t) =0 (6)

Observando del modelo del sistema (2) que ¢; =
OH /0p; y usando el hamiltoniano (1), el limite (5)
puede expresarse equivalentemente como

Jm [mag pi(t) —mia(q(t)) p2(8)] =0 (7)
por lo que (4) resulta

p3(t) +U(q(t))| = 0. (8)

lim
t—o0 2 m22

Al sustituir U(q(t)) y

1
2 2
92 = —5 P2
maa

el limite (8) se puede reescribir como lim;_, o, F(da(t),
g2(t)) = 0 donde

Fl@2(t), 02(1)) = =523 — magleall + cos(az)].

La ecuacién difencial F(ga(t), ¢2(t)) = 0 tiene la
propiedad que sus soluciones satisfacen para algin
n con ¢a(t) — (2n + 1) cuando t — oo.

4. SISTEMA DE CONTROL

La ley de control propuesta por Fantoni y Lozano
(2002b) es reescrita en este trabajo en formulacién
hamiltoniana como:

1

n=-—
NnH+ 7 %2;%

OH
Y3q1 + ka—
P1

O*H OH O*H OH
Yl 9)
0q20p1 Op2 Op20p1 Ogo
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donde 71, 2, v3 v k son constantes positivas, con
las dos primeras satisfaciendo

22 2magle

maxgdet { M .
o p— qdet {M(q)}

(10)

Esta condicién garantiza que el denominador de la
ley de control (9) sea estrictamente positivo, y por
lo tanto sin singularidades. Antes de demostrarlo,
conviene listar las siguientes expresiones

OH _ Ma2p1 — mi2(q)p2 (11)
op1 det{M(q)}
62H Mmoo
- , 12
o~ Gt M(@)} (12
827_[ _ m12(q) (13)
Op20p1 det{M(q)}
Ahora nétese de (12) que
O*H Moo Mo

Y2 =72 > 72

op3 det{M(q)} maxgdet {M(q)}
mientras que en vista de la definicién del hamil-
toniano (1) se asegura que

NnH > —712magle.

En consecuencia, si (10) se cumple, luego se tiene
que
2

VH A+ yp e > 0.
op?

Para motivos de implementacion donde se tiene
acceso —midiendolas o determinandolas numéri-
camente— a las velocidades ¢; y g2, la ley de
control (9) puede reescribirse como

_ 1
T = W [vaq1 + kdu
N PH . PH I ”
7| 94209~ 3p20p1 04

4.1 Andlisis

El comportamiento del sistema en malla cerrada
se obtiene sustitutendo la accién de control 7; de
(9) en el modelo del péndulo (2). Esto conduce
al sistema indicado en la Ecuacién (14) de la
siguiente pagina.

Obsérvese que el sistema en malla cerrada es
auténomo. Ahora se aplicara el principio de invari-
ancia de LaSalle para estudiar el comportamiento
del sistema en malla cerrada. Una descripcién
detallada de esta herramienta de andlisis puede
consultarse en los textos Vidyasagar (1993) y
Khalil (1996). Con este propdsito, considérese la
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siguiente funcién no negativa propuesta por Fan-
toni y Lozano (2002b) reescrita en formulacién
hamiltoniana:

1
Vig,p) = smM(g;p)*
1 [moapr — maa(@)p2]” 1
_|—2ry2 detM(q) + 9 130

que puede expresarse como

1
V(g,p) = 571H(q,p)2 5

1 [oH]? 1,

o | == 4 Zy3¢3(15
+ =72 L%J + 57341 (15)
La derivada temporal viene dada por

v’
op p

ovT

V(g,p) = 4

q+ (16)

Manipulaciones algebraicas permiten obtener

[ 8_V ’Ha_H + 8_H—82H +
_ a4, _ g £ V2 91 09:0p1 V3491
v LT
| g Mg T 2 op1 0q20p1
i Y3491
= 2 s
I —v1Hp2 + 72 922001 q1
W, N
oV | ap | _ n Op1 2 Op1 Op3
op | OV | G, oOH 02
p | IV Ot OH O
Op2 Opo dp1 Op20p1

Con estas expresiones, y tomando en cuenta el sis-
tema en malla cerrada (14), la derivada temporal
(16) toma la forma

V(g,p) = —k [ (17)

87—[]
Op1 ’

= _kQIv (18)

la cual obviamente cumple con V(q,p) < 0 para
todo q,p € IR%. Ahora se aplicard el principio de
invariancia de LaSalle definiendo el conjunto (2
como:

:V(q,p)=0},
—{q,p: g—z(q,p): }

= {q,p:pl = Mm}-

ma2

El siguiente paso es determinar el maximo conjun-
to invariante en ). Se trata de determinar todas
las trayectorias que inciando en ) permanecen por
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o] 0H(q.p) ]
1
0 OH(q,p)
d Op2
| - : i + kO 1 [T D) 0l D) 7)) (14)
P1 w1 H(g,p) + 72%%1’) Op1 0q20p1  Op2 Op20p1  Oqe
_9H(q,p)
LP2] L 9qs _
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siempre ahi. Para que una trayectoria evolucione
siempre en (), es necesario que g; sea constante y

4 {g—;ﬂ =0, es decir,
0*H 0*H 0’H
jo + )1 + o =0. (19
9a0m ®  pr P B2 =0 1

En consecuencia, de la tercera ecuaciéon del sis-
tema en malla cerrada (14) se desprende que

NHP1L = =341,
es decir, el producto H(g, p)p1 debe ser constante
puesto que q; lo es.

Ahora se trata de encontrar la regién del es-
pacio de estado —restringida a ¢; constante—
donde H(q,p)p1 sea contante. La primera alter-
nativa es donde el hamiltoniano se anula, es decir,
H(g,p) = 0. Esto conduce al conjunto invariante

My — B}HMH@M—o&m—@,

P} — maglea[l + cos(g2)] = 0

={q,p:7'l(q,p)=0&ql=0&p1=

’ 2m22

&q=0&p = mu(q)m}'
M2

La segunda opcién es que p; sea constante ya que

se tendria p; = 0. Como en ) se satisface p; =

ml—Z(qlpz, luego se debe cumplir mi2(q)p2 sea

m22
constante. La alternativa ps = 0 conduce a p; =0
y también a po = 0. Estos elementos permiten
determinar a partir de la cuarta ecuacién del

sistema en malla cerrada (14) que

OH
8_((17 O) = m2glc2 SGI’I(QQ) =0
qz

siendo la solucién g2 = nmw. En consecuencia, otro
conjunto invariante es

Q1 0
q q2 nmw

Ms = cN: =
? [p} 21 0
D2 0
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mi2\q
(a) »
ma2

Los elementos de este conjunto corresponden a
los equilibrios del sistema en malla cerrada (14).
Conviene observar que los equilibrios asociados a
n impar, se encuentran ya incluidos en el conjunto
Ml-

Otra via para que mj2(q)p2 sea constante es que
m12(q) sea nula. Esto conduce a ¢ = (n+3) 7
y naturalmente ¢o = 0. En virtud de que ambos,
g1 y g2 son nulos, también resulta que p1, p2 y
P2 lo son. Pero de la cuarta ecuacion del sistema
en malla cerrada (14) se tiene que g—Z(q,O) =
magles sen(gz) = 0 siendo sus soluciones go = n,
resultando inconsistente, de modo que mi2(q)
nula no es una alternativa viable.

Este desarrollo permite concluir que el maximo
conjunto invariante en (2 al que tienden las trayec-
torias del sistema en malla cerrada es la unién
de My y M>. Si los equilibrios en My corre-
spondientes a n par fuesen inestables, entonces
las trayectorias tenderian al conjunto M; siem-
pre que las codiciones inciales no estuvieran en
esos equilibrios inestables o en las eventuales var-
}iedades estables. En esta situacion se garantiza el

o ccumplimiento del objetivo de control (4), (5) y (6).

5. SIMULACIONES

Se realizaron simulaciones con el fin de verificar
la prestacion del sistema de control. Los valores
numéricos del modelo del péndulo se indican en la
Tabla 2.

Tabla 2. Parametros

Pardmetro | Valor
J1 0.008
A 0.252
le2 0.177
mo 0.336
I 0.004
g 9.81

Las simulaciones se realizaron con las siguientes
condiciones iniciales: ¢;(0) = 0 [rad], ¢2(0) = 5.57
[rad], p1(0) = 0, y p2(0) = 0. Las ganancias del
controlador fueron: v; = 30, 72 = 2, 73 = 10 y
k=5.
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Figura 2. Resultados de simulacién
& Furuta pendulum M= B programado para visualizar el movimiento del
Play Energy cortrol by Fantani & Lozano controller péndulo de Futura bajo el control analizado.
z
N

Init
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[_] Plots
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-3.14 251 188 -1.26 063 0.00 063 126 188 251 314

Figura 3. Animacién

Los resultados de simulaciéon se presentan en las
graficas de la Figura 2. Estas presentan la evolu-
cién temporal de las posiciones angulares q; y
g2 —indicadas respectivamente como “angulo del
brazo” y “angulo del péndulo”—, la evolucién
del hamiltoniano (energia total) y la trayectoria
en el plano ¢o—q2. Es importante notar que la
grafica correspondiente a la posicién gy del se-
gundo eslabén describe un movimiento oscilatorio
creciente entre 57 y 77, lograndose asi el objetivo
de columpiar este eslabén con n = 3 y al mismo
tiempo con la posicién del brazo ¢; tendiente a

cero.

Finalmente, la figura 3 muestra la interfaz de
un sistema de animacion interactivo 3D que fue
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6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado un controlador
capaz de “columpiar” el péndulo de Furuta. Este
controlador corresponde al propuesto en Fantoni
y Lozano (2002b) pero el estudio en el presente
trabajo se desarrolla siguiendo la formulacién
hamiltoniana —en contraste con la formulacién
lagrangiana original—. Este enfoque permite es-
tablecer argumentos complementarios a los origi-
nalmente expuestos en Fantoni y Lozano (2002b)
para demostrar el cumplimiento del objetivo de
control.
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