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Resumen: Este trabajo presenta el estudio de un controlador para columpiar
al mecanismo subactuado conocido como péndulo de Furuta. Este sistema es un
mecanismo con dos articulaciones pero con un sólo actuador. Esto lo hace un sistema
subactuado, es decir, con menos actuadores que grados de libertad. La novedad en
este trabajo es el empleo de la formulación hamiltoniana para el estudio de un sistema
de control previamente propuesto en la literatura –en formulación lagrangiana–.
Esto ofrece una v́ıa alterna que no corresponde a una “traducción” directa de los
argumentos originales involucrados en el análisis del sistema en su conjunto.

Keywords: Sistemas subactuados, Péndulo de Furuta, Hamiltoniano, Control de
enerǵıa.

1. INTRODUCCIÓN

Un diagrama esquemático del dispositivo conocido
como péndulo giratorio o péndulo de Furuta es
mostrado en la figura 1. Este consta de dos es-
labones; el primero girando en torno a la vertical
y el segundo ubicado al extremo del primero y
girando en un plano vertical. Las coordenadas
articulares q1 y q2 se muestran en la figura 1.
El mecanismo cuenta con un solo actuador para
movilizar al primer eslabón, capaz de suministrar
un par τ1, mientras que el segundo no tiene actua-
dor alguno. Esta última caracteŕıstica es la que le
confiere la naturaleza subactuada.

Uno de los retos más interesantes desde el punto
de vista de control del péndulo de Furuta es el
de “columpiar” el segundo eslabón a través del
movimiento adecuado del primer eslabón que es
el actuado. Un enfoque para lograr este propósito

1 Trabajo financiado parcialmente por CONACyT.

es mediante el control de enerǵıa del mecanis-
mo. El primer intento en esta dirección, pero
considerando un modelo simplificado del péndulo,
fue reportado por Åström y Furuta (1996). Más
recientemente, y tomando en cuenta un modelo
completo, la propuesta de un controlador fue
publicada por Fantoni y Lozano (2002a) y Fantoni
y Lozano (2002b). Dichos trabajos abordan el
tema desde una perspectiva lagrangiana.

El objetivo de este trabajo es estudiar el sistema
de control para columpiar el péndulo de Furuta
desde la formulación hamiltoniana. Por lo tanto se
complementa el análisis desarrollado en Fantoni y
Lozano (2002a) y Fantoni y Lozano (2002b) per-
mitiendo enfocar una parte del estudio mediante
argumentaciones alternas.
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Figura 1. Péndulo de Furuta

2. PÉNDULO DE FURUTA

El modelo del péndulo de Furuta puede expresarse
en forma hamiltoniana. Con este fin, primera-
mente se define el vector de cantidad de movimien-
to p como p = M(q)q̇ donde q denota al vec-
tor de posiciones articulares y M(q) a la matriz
de inercia. La función de enerǵıa cinética de un
mecanismo viene dada por

1

2
q̇TM(q)q̇.

El hamiltonianoH(q,p) representa a la función de
enerǵıa total del mecanismo, es decir, la suma de
la enerǵıa cinética con la enerǵıa potencial U(q),
es simplemente

H(q,p) = 1
2
q̇TM(q)q̇ + U(q),

=
1

2
pTM(q)−1p+ U(q).

Para el caso del péndulo de Furuta, la ma-
triz de inercia M(q) simplificada –considerando
tensores de inercia con un solo elemento no
nulo– tiene los siguientes componentes (Fantoni
y Lozano, 2002a)

m11(q) = J1 +m2l
2
1 +m2l

2
c2 sen

2(q2),

m12(q) =m21(q) = m2l1lc2 cos(q2),

m22 = I2 +m2l
2
c2,

donde J1 = I1 + m1l
2
c1. El significado de los

parámetros se indica en la tabla 1.

Con respecto a la función de enerǵıa potencial
U(q) debida a la acción de la gravedad, ésta

Tabla 1. Parámetros

Descripción Notación

Longitud eslabón 1 l1
Distancia centro de masa eslabón 1 lc1
Distancia centro de masa eslabón 2 lc2

Masa eslabón 1 m1

Masa eslabón 2 m2

Inercia eslabón 1 respecto a centro de masa I1
Inercia eslabón 2 respecto a centro de masa I2

Aceleración de gravedad g

depende de q2 pero no de q1. Por convención,
la enerǵıa potencial se considera nula cuando la
posición del segundo eslabón se encuentra en la
vertical hacia arriba, es decir, cuando q2 = (2n+
1)π. La función de enerǵıa potencial U(q) toma la
siguiente forma

U(q) = −m2glc2[1 + cos(q2)].

Por lo tanto, para el caso del péndulo de Furuta,
el hamiltoniano queda como

H(q,p) = 1

2 det{M(q)}
£
m22 p

2
1 − 2m12 p1p2 +m11 p

2
2

¤
−m2glc2[1 + cos(q2)] (1)

donde se ha omitido por simplicidad el argumento
q de los componentes de la matriz de inercia.

En formulación hamiltoniana, el modelo del péndulo
de Furuta tiene la siguiente estructura

d

dt



q1

q2

p1

p2


=



∂H
∂p1

∂H
∂p2

τ1 − ∂H
∂q1

− ∂H
∂q2


(2)

donde τ1 es el par de entrada que se aplica en
la primera articulación. Las expresiones expĺıcitas
de las derivadas parciales del hamiltoniano se
presentan en la parte superior de la siguiente
página. Este es el modelo que será considerado
para el péndulo de Furuta.

3. OBJETIVO DE CONTROL

Desde el punto de vista de control automático,
uno de los retos más dif́ıciles es diseñar un sistema
de control capaz de desplazar el primer eslabón
hasta su posición nula y el segundo (el péndulo)
a su posición vertical hacia arriba, esto, partiendo
de cualquier configuración inicial. Formalmente,
equivaldŕıa a desear como objetivo de control

lim
t→∞ q1(t) = 0,

lim
t→∞ q2(t) = (2n+ 1)π. (3)
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∂H(q,p)
∂p1

=
1

det{M(q)}
£
(m2l

2
c2 + I2)p1 −m2l1lc2 cos(q2)p2

¤
,

∂H(q,p)
∂p2

=
1

det{M(q)}
£−(m2l1lc2 cos(q2))p1 + (J1 +m2l

2
1 +m2l

2
c2sen

2(q2))p2
¤
,

∂H(q,p)
∂q1

= 0,

∂H(q,p)
∂q2

=
m2l1lc2sen(q2)p1p2 +m2l

2
c2sen(q2)cos(q2)p

2
2

det{M(q)} +m2glc2sen(q2)

−
£
(m2l

2
c2 + I2)p

2
1 − 2m2l1lc2 cos(q2)p1p2 + (J1 +m2l

2
1 +m2l

2
c2sen

2(q2))p
2
2

¤
m2l

2
c2sen(q2) cos(q2)(m2l

2
c2 + I2 +m2l

2
1)

det{M(q)}2 .

La naturaleza subactuada del péndulo de Furuta
dificulta resolver este problema de control, y a la
fecha no ha sido reportado controlador estático
cont́ınuo alguno capaz de hacerlo en forma global.

Otra posible formulación del problema de control
consiste en sustituir el ĺımite (3) por

lim
t→∞F(q̇2(t), q2(t)) = 0

siendo F(q̇2(t), q2(t)) = 0 una ecuación diferencial
cuyas soluciones satisfagan para algún n y para
toda condición inicial q2(0) ∈ IR:

q2(t)→ (2n+ 1)π cuando t→∞.

Aunque a primera vista los planteamientos po-
dŕıan parecer equivalentes, en realidad el último
no implica el primero.

Una forma espećıfica de ecuación diferencial
F(q̇2(t), q2(t)) = 0 conduce a la formulación
consistiendo en columpiar el segundo eslabón del
péndulo de Furuta. Esto significa que se desea
poner en oscilación el segundo eslabón de forma
que su amplitud incremente tendiendo a llegar
a una amplitud de π radianes con sus extremos
en la vertical hacia arriba, es decir, las excur-
siones máxima y mı́nima de la posición articular
q2 deben tender a (2n + 1)π y (2n − 1)π para
algún n. Además, se especifica que la posición y
velocidad del primer eslabón tiendan a cero, es
decir, q1(t)→ 0 y q̇1(t)→ 0 cuando t→∞.
Este planteamiento fue el considerado por Fantoni
y Lozano (2002a) y Fantoni y Lozano (2002b). La
idea de esos autores fue observar que el compor-
tamiento deseado es el que resulta de forzar al
primer eslabón a mantenerse firme en cero, dejan-
do al segundo eslabón (el péndulo propiamente
dicho) oscilar partiendo de una condición inicial
con velocidad nula e infinitamente cerca de la
vertical hacia arriba.

En esta configuración, es decir, con velocidad nula
de ambos eslabones y posición del péndulo in-
finitamente cerca de la vertical hacia arriba, el
hamiltoniano (1) toma el valor nulo. Esta argu-

mentación conduce al planteamiento del siguiente
objetivo de control (Fantoni y Lozano, 2002b)

lim
t→∞H(q(t),p(t)) = 0, (4)

lim
t→∞ q̇1(t) = 0, (5)

lim
t→∞ q1(t) = 0. (6)

Observando del modelo del sistema (2) que q̇1 =
∂H/∂p1 y usando el hamiltoniano (1), el ĺımite (5)
puede expresarse equivalentemente como

lim
t→∞ [m22 p1(t)−m12(q(t)) p2(t)] = 0 (7)

por lo que (4) resulta

lim
t→∞

∙
1

2 m22
p22(t) + U(q(t))

¸
= 0. (8)

Al sustituir U(q(t)) y

q̇22 =
1

m2
22

ṗ22

el ĺımite (8) se puede reescribir como limt→∞ F(q̇2(t),
q2(t)) = 0 donde

F(q̇2(t), q2(t)) = m22

2
q̇22 −m2glc2[1 + cos(q2)].

La ecuación difencial F(q̇2(t), q2(t)) = 0 tiene la
propiedad que sus soluciones satisfacen para algún
n con q2(t)→ (2n+ 1)π cuando t→∞.

4. SISTEMA DE CONTROL

La ley de control propuesta por Fantoni y Lozano
(2002b) es reescrita en este trabajo en formulación
hamiltoniana como:

τ1 = − 1

γ1H + γ2
∂2H
∂p21

∙
γ3q1 + k

∂H
∂p1

+γ2

∙
∂2H
∂q2∂p1

∂H
∂p2
− ∂2H
∂p2∂p1

∂H
∂q2

¸¸
(9)
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donde γ1, γ2, γ3 y k son constantes positivas, con
las dos primeras satisfaciendo

γ2
γ1
>
2m2glc2
m22

maxqdet {M(q)} . (10)

Esta condición garantiza que el denominador de la
ley de control (9) sea estŕıctamente positivo, y por
lo tanto sin singularidades. Antes de demostrarlo,
conviene listar las siguientes expresiones

∂H
∂p1

=
m22p1 −m12(q)p2

det{M(q)} , (11)

∂2H
∂p21

=
m22

det{M(q)} , (12)

∂2H
∂p2∂p1

=− m12(q)

det{M(q)} . (13)

Ahora nótese de (12) que

γ2
∂2H
∂p21

= γ2
m22

det{M(q)} > γ2
m22

maxqdet {M(q)}

mientras que en vista de la definición del hamil-
toniano (1) se asegura que

γ1H > −γ12m2glc2.

En consecuencia, si (10) se cumple, luego se tiene
que

γ1H+ γ2
∂2H
∂p21

> 0.

Para motivos de implementación donde se tiene
acceso –midiendolas o determinandolas numéri-
camente– a las velocidades q̇1 y q̇2, la ley de
control (9) puede reescribirse como

τ1 = − 1

γ1H+ γ2
∂2H
∂p21

[γ3q1 + kq̇1

+γ2

∙
∂2H
∂q2∂p1

q̇2 − ∂2H
∂p2∂p1

∂H
∂q2

¸¸
.

4.1 Análisis

El comportamiento del sistema en malla cerrada
se obtiene sustitutendo la acción de control τ1 de
(9) en el modelo del péndulo (2). Esto conduce
al sistema indicado en la Ecuación (14) de la
siguiente página.

Obsérvese que el sistema en malla cerrada es
autónomo. Ahora se aplicará el principio de invari-
ancia de LaSalle para estudiar el comportamiento
del sistema en malla cerrada. Una descripción
detallada de esta herramienta de análisis puede
consultarse en los textos Vidyasagar (1993) y
Khalil (1996). Con este propósito, considérese la

siguiente función no negativa propuesta por Fan-
toni y Lozano (2002b) reescrita en formulación
hamiltoniana:

V (q,p) =
1

2
γ1H(q,p)2

+
1

2
γ2

∙
m22p1 −m12(q)p2

detM(q)

¸2
+
1

2
γ3q

2
1

que puede expresarse como

V (q,p) =
1

2
γ1H(q,p)2 + 1

2
γ2

∙
∂H
∂p1

¸2
+
1

2
γ3q

2
1(15)

La derivada temporal viene dada por

V̇ (q,p) =
∂V

∂q

T

q̇ +
∂V

∂p

T

ṗ. (16)

Manipulaciones algebraicas permiten obtener

∂V

∂q
=


∂V

∂q1
∂V

∂q2

 =
 γ1H

∂H
∂q1

+ γ2
∂H
∂p1

∂2H
∂q1∂p1

+ γ3q1

γ1H∂H
∂q2

+ γ2
∂H
∂p1

∂2H
∂q2∂p1


=

 γ3q1

−γ1Hṗ2 + γ2
∂2H
∂q2∂p1

q̇1

 ,

∂V

∂p
=


∂V

∂p1
∂V

∂p2

 =
 γ1H ∂H

∂p1
+ γ2

∂H
∂p1

∂2H
∂p21

γ1H ∂H
∂p2

+ γ2
∂H
∂p1

∂2H
∂p2∂p1

 .
Con estas expresiones, y tomando en cuenta el sis-
tema en malla cerrada (14), la derivada temporal
(16) toma la forma

V̇ (q,p) =−k
∙
∂H
∂p1

¸2
, (17)

=−kq̇21 , (18)

la cual obviamente cumple con V̇ (q,p) ≤ 0 para
todo q,p ∈ IR2. Ahora se aplicará el principio de
invariancia de LaSalle definiendo el conjunto Ω
como:

Ω=
n
q,p : V̇ (q,p) = 0

o
,

=

½
q,p :

∂H
∂p1

(q,p) = 0

¾
,

=

½
q,p : p1 =

m12(q)

m22
p2

¾
.

El siguiente paso es determinar el máximo conjun-
to invariante en Ω. Se trata de determinar todas
las trayectorias que inciando en Ω permanecen por
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d

dt



q1

q2

p1

p2


=



∂H(q,p)
∂p1

∂H(q,p)
∂p2

− 1

γ1H(q,p) + γ2
∂2H(q,p)

∂p21

∙
γ3q1 + k

∂H
∂p1

+ γ2

∙
∂2H(q,p)
∂q2∂p1

∂H
∂p2
− ∂2H(q,p)

∂p2∂p1

∂H
∂q2

¸¸
−∂H(q,p)

∂q2


(14)

siempre ah́ı. Para que una trayectoria evolucione
siempre en Ω, es necesario que q1 sea constante y
d
dt

h
∂H
∂p1

i
≡ 0, es decir,

∂2H
∂q2∂p1

q̇2 +
∂2H
∂p21

ṗ1 +
∂2H
∂p2∂p1

ṗ2 ≡ 0. (19)

En consecuencia, de la tercera ecuación del sis-
tema en malla cerrada (14) se desprende que

γ1Hṗ1 ≡ −γ3q1,

es decir, el producto H(q,p)ṗ1 debe ser constante
puesto que q1 lo es.

Ahora se trata de encontrar la región del es-
pacio de estado –restringida a q1 constante–
donde H(q,p)ṗ1 sea contante. La primera alter-
nativa es donde el hamiltoniano se anula, es decir,
H(q,p) ≡ 0. Esto conduce al conjunto invariante

M1 =

½∙
q
p

¸
∈ Ω : H(q,p) = 0 & q1 = 0

¾
,

=

½
q,p : H(q,p) = 0 & q1 = 0 & p1 = m12(q)

m22
p2

¾
=

½
q,p :

1

2m22
p21 −m2glc2[1 + cos(q2)] = 0

& q1 = 0 & p1 =
m12(q)

m22
p2

¾
.

La segunda opción es que p1 sea constante ya que
se tendŕıa ṗ1 ≡ 0. Como en Ω se satisface p1 =
m12(q)
m22

p2, luego se debe cumplir m12(q)p2 sea
constante. La alternativa p2 = 0 conduce a p1 = 0
y también a ṗ2 ≡ 0. Estos elementos permiten
determinar a partir de la cuarta ecuación del
sistema en malla cerrada (14) que

∂H
∂q2

(q,0) = m2glc2 sen(q2) = 0

siendo la solución q2 = nπ. En consecuencia, otro
conjunto invariante es

M2 =


∙
q
p

¸
∈ Ω :


q1
q2
p1
p2

 =

0
nπ
0
0


 .

Los elementos de este conjunto corresponden a
los equilibrios del sistema en malla cerrada (14).
Conviene observar que los equilibrios asociados a
n impar, se encuentran ya incluidos en el conjunto
M1.

Otra v́ıa para que m12(q)p2 sea constante es que
m12(q) sea nula. Esto conduce a q2 =

¡
n+ 1

2

¢
π

y naturalmente q̇2 ≡ 0. En virtud de que ambos,
q̇1 y q̇2 son nulos, también resulta que p1, p2 y
ṗ2 lo son. Pero de la cuarta ecuación del sistema
en malla cerrada (14) se tiene que ∂H

∂q2
(q,0) =

m2glc2 sen(q2) = 0 siendo sus soluciones q2 = nπ,
resultando inconsistente, de modo que m12(q)
nula no es una alternativa viable.

Este desarrollo permite concluir que el máximo
conjunto invariante en Ω al que tienden las trayec-
torias del sistema en malla cerrada es la unión
de M1 y M2. Si los equilibrios en M2 corre-
spondientes a n par fuesen inestables, entonces
las trayectorias tendeŕıan al conjunto M1 siem-
pre que las codiciones inciales no estuvieran en
esos equilibrios inestables o en las eventuales var-
iedades estables. En esta situacion se garantiza el
cumplimiento del objetivo de control (4), (5) y (6).

5. SIMULACIONES

Se realizaron simulaciones con el fin de verificar
la prestación del sistema de control. Los valores
numéricos del modelo del péndulo se indican en la
Tabla 2.

Tabla 2. Parámetros

Parámetro Valor

J1 0.008

l1 0.252

lc2 0.177

m2 0.336

I2 0.004

g 9.81

Las simulaciones se realizaron con las siguientes
condiciones iniciales: q1(0) = 0 [rad], q2(0) = 5.5π
[rad], p1(0) = 0, y p2(0) = 0. Las ganancias del
controlador fueron: γ1 = 30, γ2 = 2, γ3 = 10 y
k = 5.
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Figura 2. Resultados de simulación

Figura 3. Animación

Los resultados de simulación se presentan en las
gráficas de la Figura 2. Estas presentan la evolu-
ción temporal de las posiciones angulares q1 y
q2 –indicadas respectivamente como “ángulo del
brazo” y “ángulo del péndulo”–, la evolución
del hamiltoniano (enerǵıa total) y la trayectoria
en el plano q̇2—q2. Es importante notar que la
gráfica correspondiente a la posición q2 del se-
gundo eslabón describe un movimiento oscilatorio
creciente entre 5π y 7π, lograndose aśı el objetivo
de columpiar este eslabón con n = 3 y al mismo
tiempo con la posición del brazo q1 tendiente a
cero.

Finalmente, la figura 3 muestra la interfaz de
un sistema de animación interactivo 3D que fue

programado para visualizar el movimiento del
péndulo de Futura bajo el control analizado.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado un controlador
capaz de “columpiar” el péndulo de Furuta. Este
controlador corresponde al propuesto en Fantoni
y Lozano (2002b) pero el estudio en el presente
trabajo se desarrolla siguiendo la formulación
hamiltoniana –en contraste con la formulación
lagrangiana original–. Este enfoque permite es-
tablecer argumentos complementarios a los origi-
nalmente expuestos en Fantoni y Lozano (2002b)
para demostrar el cumplimiento del objetivo de
control.
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